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�>�5 �2 �!��) .3 �5�?5��% � �5�?5�� � @� ��% �@� �� �� �!��) 67 ���ABA� *�3 , !�# .  

�>�5 CD�	 EBA� �1 �(1�2 2
 ���ABA� *�3 !��"'�, ��3 � .  

+)�,5� �>�5 �!��) �1 �1��� 0BF * *α� �!��) �1 2��G� 0BF �1 *α  �2������� �� �!��) H! C�!�# .  

+)�,5� �>�5 �!��) �1 �1��� 0BF * *α �2 EBA� .�� �1 ������ �� �!��) H! C�!�# .  

+)�,5� �>�5 �!��) �1 2��G� 0BF * *α �2 EBA� .�� �1 �����
� �� �!��) H! C�!�# .  

+)�,5� �>�5 �!��) �1 2��G� 0BF * *α� �!��) �1 �1��� 0BF �1 *α  �2�������� �� �!��) H! C�!�# .  
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3�4 �51�, ������� 67� �:   

sin cos2 2 1θ+ θ = )1  

sin cos2 21θ = − θ )2  

cos sin2 21θ = − θ )3  

sin
tan

cos

θ
θ =

θ
 )4  

cos
cot

sin

θ
θ =

θ
 )5  

tan .cotθ θ =1 )6  

tan
cot

θ =
θ

1
 )7  

cot
tan

θ =
θ

1
 )8   
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tan
cos

+ θ=
θ

2
2

1
1 )9   

cot
sin

+ θ=
θ

2
2

1
1 )10   

sin( ) cos
π
−θ = θ

2
 )11  

cos( ) sin
π
−θ = θ

2
 )12  

tan( ) cot
π
−θ = θ

2
 )13  

cot( ) tan
π
−θ = θ

2
 )14  

��8�: �!��) .#� *θ  ,��1 HO�% 2���1)C% 
�,P 2
  )� .�6 �Q2
 (��      �R5�?5�� � @� �R� �R>!.�� *.R1�.1 )� 6���θ  2



��5 +
�S��� "�5 �D��� �P .  
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��� ����	2  
���:;��0< � =� ,�� �
8> ���  

 .#�.>1 $7 .!) �2 6����
��	� �1 �>�5 67 .!�T� 2
 U� V�(� C! �� W�.X5� ���5 $7 2
 �%  C�R �1 .   �$7 .Y�R�� 2
 .R#�

�� @��P� �C� % +,3�I� �2 .Y��� J%  )� .��% $7 Z�[ C� %67 �/	�� 2�,�� ��� .��3 \!� * +,!,; H! �3   �R]!"�- *

 ��5 �1,�� �
8>  �2�� 6��1 �� +,!,; \!� 6��1 �1 4Y1 \!� 2
 �% , % C!)�
.; .  

 �5�2�5 0> � H! )� +,��2 2�5 67 2
 �% ��� �]��;� +,!,; H! 2�5 ��]�)6�#2��� � ,��2�^ �_�` , 5�� (   .a�R^ �R1

�� b2 8��S�� ��]� &!.F �1 c�X� �
 2
 67 *�.1 �% ��[.� .��d� �� .��� .��d� 2�O
 ,3
   3 �eR' f
��   �R% ���Rg

�� +�g5 2�5 \!� �1 hY� ��� +,� ��]� 2�O
 2�5 �% �!�# , % .  

c�X� 2
 2�5 �[.�  ij^ 2
 67 �[.� \!.�I�1 �% *2�a �1 ����5 6��]! JB�Y� W�S� *�3)   ��R3 U�R>!.�� �R! (  � +
�R1

 .1�.1300000 ��� ��5�k .1 .���B�% .  

c�X� 2
  � �I�� �$7 �A� .g!
 *�3 ... .��% 2�5 �[.�      .Rl5 )� 2�R5 �R%.P c�RX� �R% ���g 3 �e' f��� 2�,�� \!� )�

�� .��d� �lBm �� .��d� "�5 67 �[.� , % �� �,�; 43�% �[.� �lBm 4!�"-� �1 � ,!��5  n][.R1 � , % .   )� 2�R5 �R�	�

c�X� �� 2�>[ JB�Y� W�S� *�3 �� .��d� 67 2��-2 �, % , % .�� 4Y1 \!� 2
   c�RX� 2
 2�R5 2��-2 C�3��^  *�R3   W�SR�

C� % ��2.1 �2 JB�Y� .�� o2�^ 67 )� �! 
2�� W�S� c�X� H! �1 2�5 �% ���g 3   �R�]� 2�5 *�3��.; ��� \]�� 
��

,52�7 ,!,; �2 �>!) �3�# � &'�Q *�3.k� � , 1�! .  

�� .l5 �1 
�^ �/	�� �X� )� .�`�1 �]� ,� % +�g5 $7 )� .; �5���' �� 2
 �]� H! �1 .#� UjA� 	� �! ,�2  ZR��	 H! �% ��

�� �.- $7 6���' 2
 �!�� 2�a �1 �2 �� ���]� $7 �1 
�2� �X� 2
 �2 67 ,!.1 ,� �1 .  

�1 p�Bm c�X� )� � ,��1 ��3 2
 C�Q .#� n][.1  �� .l5 �1 .�2�
 C�Q C� % +�g5 67 ,�2 .   +�Rg5 .Y�R�� H! J% �1 .#�

�� .l5 �1 �/	�� Z�[ )� .��% $7 Z�[ ,� % ��2 2
 .#� �,�2   ZR�[ �R1 �17 )� .; .Y��� J% �1 CD�	 c^ �1 H!
"5 *��5 

 U�>!.�� 67 Z�[ ,� % +�g5 .��4 �� .l5 �1 .�� ,�2 .  

,�� �
8> =����:  

, /	�� �XS9 H! 2
 �� .3 W�S� c�X� �
 +,  % �,Q q(� .1 
��[ c^ � ��]� ��.; �41�� ��.; .  

�� �1 41�� �!��) @� �� �>�5 \�/� W�S� c�X� �
 *�.1�!��) @�    �R�� �R1�k *2�,�� ��]� * .    �2 �R1�k 2�,R�� \R!� �R1 n 

�� 6�I5  �2 67 � , 3
�
8> .�0? �� , ��5 .  � �� \�5��	 �2 ��]� \�5��	 R�� 82�%
 , !�# .  R1 ��R3 2
 �2 2�5 �[.� .#�� V1 

1 W�S� c�X� 2
 �� V2 +)�,5� �1 C�3
 4!��5  *.�# +,�7 ��[ �1 2�5 �[.� 
2�� 2
 �% �!�3  �% ��� +,� ��B/�
V

n
V

= 2

1
   

�>�5 � ZB(� ��]� &!.F:  ,5�� �-�S� c�X� 
2�� s^ )� 2�5 ��.; ���
 H! +�#.3
sin i

n
sin p

=  ��]� &!.F �2

�� ZB(� , ��5.  
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 W�S� c�X� H! )� 2�5 �t5� O)$7 �A� ( �A� *.g!
 W�S� c�X� 
2��)�I�� ( �>�5 �
��
sin i

sin p
 ��]� &!.F �


�1 ,3��^ �>�5 . ��]� &!.F .#���� c�X� ZB(�n1  ��
 c�X� ZB(� ��]� &!.F �n2 �]� &!.F �,��1 �

 82�>[ c�X� �
 \!� �>�5)� 
n

n
n
2

1

= 
�1 ,3��^. 

�@�� ,- ,�� �
8> �A�> � ��  

�� �I�� �1 2�5 ��	� �I�� �d�� \�-.a UjA� f��� 6��]! n Q �1 �(�X� �! ��3 67 \�-.a 6�O ,1��  2
 ,��1 ��3 *�

�� W.X � *2�,�� ��� q(� �1�Q H! ��'�� ��]� \!� �
�� �!�Q �� &>� 2�5 \!� *�.1 �2 �B^�
  ��
 q(� 2
 � 
��

�� �2 
�^ ��'�� 
�,��� � +
.% �,�; *.g!
 ��]� H! +2�1�
 ,1�! .c�X� u.�I� ).� 2
 ��]� +,!,;  � �� 6�5�	 )� �3

�� ��/>� , %.   n sin(i) n sin(r)1 2=   

  

  

,�� �
8> ���-01,��  

+,!,; )� +
�S��� �1 �� 2�5 ��]� * � 67 +, 3
 ��]I� o���� �1 �2 o�� ��a \!, O )� v�BY� *�32�5 �! ,�S� 2�5 6��


��5 �!"G� .c�X� 2
 2�5 �[.� 6
�1 8��S�� +,!,; \!� @���  &��.� \!� �1 ���� 2�5 o�� ��a &�P .1 W�S� *�3


�1 ,3��^ .�I�1 "�5 c�X� 67 2
 2�5 �[.� ,��1 .�I�1 o�� ��a �O .3 �% .  

 \!�.1� 1!���a �1 JB�Y� *�32�5 \  o�� JB�Y� *�3� ��]� 2�O
 � +
.% �a �2 ����S�� *�3.���  ����S�� *�3

�� ,5�� .��[ \!� �G��5� o�� ��a �1 o���� 6,� �,Q 
�1 ,3��^ .g!,]! )� 8��S�� *�3 .�� �2 +,!,; \!�  2�a �1 6���

\�g52 2
 �/�>a 
.% +,3�I� 6��% ..(	+ *�3 6�2�1 $7� 2�^ 2�5o�� ��a �1 �2 ,�� �� �!"G� JB�Y� *�3  � ,  %

\�g52 �� +,3�I� 6���7 2
 6��% 
�� .  
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��� ����	3  
����� ��!�- ��� �1����1 � 3/ �   

1 p�Bm c�X� )� 41�� .#��  
.�# 82�9 \�!�; ��]� &!.F �1 Z�	2 c�X� .1 `�1 ��]� &!.F(n n )>1 2�  � �� 6�5�	

�.� \!� �1�� Cw>� �c! 
�� .*�.1 �
2�
 ����P� \!�.1� 1i x2"1 *�3sin r x2"1 
�� ,P�� )� .� . J!./� �5�.X1 �!��) H! n;

��  � �I�1 ,P �% C� %sin r �!��) �! ,P�� .1�.1 �% ,3
 �� �1 �2 y�r �
= 90 ��� .  

 ,P �!��)(c i)=�!��) � �c�X� �
 u.�I� ).� �1 41�� .k� 2
 �% ��� *� �!��)  ��]� * .1�.1 6790 �� �Q2
  � 
��

�(1�2 )� �1 .!) * �� ��
 ,!7.  

n
sinc , n n

n
= >2

1 21
  

,��1 �I�� .1 ��3 )� 41�� .#� ��A� 6�� [ �1� C!2�
: n /1 5=. \!�.1� 1C �
≃ 41 ,� ,3��^ . �% ,�5�,1 ��� .�w1c 

 \��` ��B% )�critical ��� +,� e^� �5�.X1 � /� �1 .  

�!��)  ��]� * 
�5�Q2
( )�90 �% ��� � /� 6�,1 ���
 ,3��^ 2�.	 c�X� �
 u.�I� ).� *�2 ��]� ��.;.   

 3/ ����� ���-01,��  

1 .67 �!�,3 � �Q�.^ *�32�5 .��� �.� % �wQ  .1 �3).� c�X� u.�I� +�g��
 2
 �3 5 *�32� +
�S��� ��wS� \!� )� *

�� 
�� .  

2 .C���� 67 2
 �% �!�3 41�� �3 c�X� u.�I� �T- � ��� z.(� �[�/� *�3  �3{�/�  *�3+.% *�3 �� �F.-  �% ,��1

�S'|� .% {�/� .��� 2
 �Q�.^ 2�5 *�3+ �3 �� 2�.	 �� �,�; �[�/� 62��� �'}�� � 
.�#  H� �1 *,/1 �� �'�P )� � , %

���% +,� �!,>� *,/1 *�3  � 2�5 �[.� �o�� ��a �8,� �B�Q )� 2�5 �1 v�1.� ...+)�,5� �� �>��X� � *.�# 

.# .  

3 . *
���, ��3 �'�wG� ��]� &!.F *�2�
 �%� �� 67 C�5���  ��]� &!.F �1 +
�� H! �1 u.�I� �T- 2
 �2 �3

�!��) �'�P 2
 �2 C���� � C�!��5 C�l � ��B/� ]� &!.F � +
��5 C�l � ,P *� ���� 67 *�2 )� � ��wG� c�X� �

�1 �2 c�X� 67 *2�5 ~��^  C!2�7 ��
(n sin c)=.  2
��(1�2 \!� c �!��)  � ,P *n  �
 \�1 �>�5 ��]� &!.F

�� c�X� , ��1 .  

4 .+�g��
 .A%� 2
 �!��) )� *2�5 *�3 �!��) � ,P * +.w1 .���.1 *  �� ,5.�#�  �B�Q )�C���� ��]�B� , 5�� �!�3  *�3

�B9�- �*2�5  $�! 1 �*2�5 *�3$� � � � �3� J�a � � �^�,� ��3 � �  � �3 ...�� �2 6��� 
.1 ��5 .  

5 .�!��) �^.1 � � +
��5 +.>�'�% ,P �!��) &�P .1 �2 �3 C���� "�5 � ,5�  2�%
�^ *�3)H������� ( C�l � *2�a "�5 �2

�� 
�� �9� �! 0(	 C���� ,� 2�.	.1 ,P �!��) ��	� �% ,  %. ) �'.� % C���� ��2�>[ �1�!�� .1 �2 *2�
  *�2

+�g��
 �� 2��� �3  ,  %�% &�1 , 5��3 �� C�l � �[�� *�2 )� ���� *�3 ,5��. �!��) �1 C�l � "�5 �G !� ��� ,P *.   \!�

C���� �.� % {�5 �!�� �2 �3 , !�# �5�.X1 �5) .  

x2"1 �I1�� *�!��) 2
  �!��) )� .��,P 
2�,5 �2 ��
 c�X� �1 
�2� +)�Q� 2�5. \!�  ��]!"�- 8�>��X� �B��� �1 +,!,;

4!��)7 "�5 � �]!"�- 8�X�Q�� � ��2.1 ��B[ *�3,��� + .  
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��� ��!�- B����1 ���-01,��  

1 .+,!,; \!� )� +
�S��� �1 � � !7 ��^�� $eQ 6�,1 � `�1 41��)�1 6��� �1 �!�3 +�g��
 6���^�� 2
 �% ,5�  *2�5 *�3

��� 
.12�% �32"�' �B�Q )� JB�Y���-�! �/ ,5� .  

2 .��� 2����� �B% �B^�
 41��)�1 .1 *2�5 *�3.>�- 2
 2�5 $��)�1 @��� .  

3 . 6�,�� � �]!.�]'� 6�,�� � ��
 C�!��5 ��2.1 ���%�� 8�!.l5 �1 �2 ��
 c�X� �1 *2�>[ o�� 6�,�� � ��
 .#�

�� �.�� 0!.� 2�a �1 � �!��5 2�a �1 2�5 ���a� d�  �2 2�5 8,� .#� � 
�� C�!��5 $��P ��
 c�X� 2
 Z!.a \!� )�

���
 C�3��^ .S9 $��Q. ��5 ��
 c�X� 
2�� 2�5 *�.5� �.!) 
�� .  

4 .�� �2 �B% �B^�
 41��)�1 2
 ��
 c�X� �1 2�5 "�O�5 ��S5 �B��� �1 6���  CD�	 2�I � �
 &�%.� *����� �!��"'�  \�	��'�

�I�� !� )� *2"�' +�g��
 2
 �% +
��5 ��2.1 *��� +
�S��� &�%.� \ , !��5 .  

5 .+�g��
 +�g��
 ��!�!2
.!) *�3  �� *�3)��2�]�7 �*2"�' ��% ��  C���� �^.1 �6) H �[ ��-�.#�!
�2 *�3  ���- *�3

)2�5 $��Q(�� � �32�I � )� �^.1 ��C� 67 2
 �32�I � \!� �% �!�3  � ��� ��-2 2�% �1 �3 ... 8�>��X� � �B�[ �"�5�]� )�

*2�V� 3, ��3 2�
2�^.1 �B% �B^�
 41��)�1 *�.  
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��� ����	4  
���	 ��0� ���    

67 )� 4�; � !7 
2�� 2
 �% �� �D�2� �2 ���X�F�� *2�X��.�; &!.�� zj(9� 
2��2
 �C�3
 q�F�� *�.% *�3  C�R3
 .  .R#�
 � !7 �B9� 2�X� �1 2�5 *�3��.;!��,[ ��  , ��1 H!
"5 2���1!�� .1 C%�P �]!"�- c!�.� �     6��R�1 �R% ,R��1 *2�Ra �BV

�� �
.% �F.- \� O +
.% +
�S��� *2�X��.�; &!.�� )� �% C�!�# C!� .  

���	 ��0� ���  
� !7  �R� 6�I5 �2 6��
�^ *�BQ 2
 ��-.# 2�.	 �5�2�5 C�Q .!�T� �% , ��3 +, 1��)�1 z�(� �3      �BR9�- �R1 ��R�1 �,R 3


 .!�T� 8�TYI� � !7 )� C�Q)6�
.#.1 ��g5�2�� �6�]� �#2"1 � �>5�Q (,��1 8��S�� ��� \]�� . �R !7 �% 67 ��P   *�R3
�#?!� ��2.1 �1 4Y1 \!� 2
 �% , ��3 �9�^ 8�TYI� *�2�
 *�.% � !7 \!� 2
 .!�T� *�3 �� �3 C!)�
.; .  

� !7 � !7 *�.% * +, 1��)�1 q(� �% ��� *� ��� +,��^ q(� H! �]B1 ����5 �Y� 67 * .� !7  ��� \]�� +,��^ *�3  �2 2�R5
 �.g�3)"%.��� ( �.#�� �2 67 �! �)4Y; +,  % (, !��5 n]/ � .+, 1��)�1 q(� .#� � !7 *     67 �R1 �,R��1 6�.R�1 ��� �1 +,��^ *

� !7 �� ��% * +.�5 67 �5�.�1 ���	 � +, 1��)�1 � !7 �5�2
 q(� .#� � C�!�# � !7 67 �1 ,��1 
�,5� �� ��% * C�!�# .  
I�1� !7 .�  +,��^ *�3*�.% �9� 2
  ,5�) )� �IY1q(� +.% H! ,5�(�]� .g!
 �'� �  *2�5 *�32�"1� �^.1 2
 "�5 67 *�3
�%267 \!.�
.12�%.; �% 
2�
 
.1 +, 1��)�1 �3  *�3�]� ��w� ��� .��]�B�2
 2�"1� \!� )�    �R� +
�S�R�� �1�R�)�1 *�3  
�R� .

� !7 �5�# \!� 2�
 2���1 ���Q� .!�T� 6
�
 6�I5 *�.1  �3�5� !7 �1 �>  *�3,52�
2�^.1 *.�I�1 �!�2�% )� *�.% .  

 ���	 ����� � C�0�)��D� ,�E� (  
+.% "%.� ��� 67 )� ����	 � !7 �% �2 *��  � !7 "%.�)�(�5 *C( �� , ��5 .�� � !7 c�� � � !7 "%.� )� �% �(^   �
2eR#

�� +,���5 � !7 �B9� 2�X� 
�� .6�5�	 *�3 � !7 
2�� 2
 2�5 $��)�1 �� 2�% �1 C3 *�.% *�3 
�2 .  "R%.�  2
 �R !7 �R !7   *�R3
� !7 2
 � � !7 *�BQ 2
 ./�� ; 2
 $,X� *�3I�� 0	�� � !7 � 
�� .  

   2
 �R3��.; 41�R�)�1 
�,��� � ./�� � !7 2
 �3��.; 41��)�1 �,1��1 *�.% � !7 q(� .1 �B9� 2�X� *)��� *��.; ���
 +�#.3
X� � !7�(�5 2
 $, �� C3 �1 �B9� 2�X� *�2 .1 *�  , �2 �% �R !7 6�5�% 67 �1(F)  �R�  ,R !�#.     6�5�R% .R/�� �R !7 2


� !7 2
 � ����P �� *)�G� 6�5�% $,X� * ,��1 .  
 � !7 q(� )� 41��)�1 � 41�� *�3��.; �2�� CIO �1 �% , �2� ���P *�3��.;� �� �P .!�T� � , !�#   +
.R; *�2 .R1 �3��.; \!� )� �9

�� ����P .!�T� ,��1 . � !7 �1 
2�^.1 )� n; �% �!�3��.; , 5��� ��)�11�(�5 2
 4 ��� C3 �1 * , �2 . )� �% �!�.#�� *�3��.; 
�,��� )�
�� 41��)�1 � !7 q(�  
��)*)�G� *�3��.; (�� ��]I� � !7 �I; 2
 *)�G� .!�T� ��5 �% 

.# *�2 �2 67 6��� ��]I� +
.;  
�
 .  

���	 0FG� ���  
� !7 � !7 �! ��% * � !7 6��3 �! ./�� * � !7 ��.g�3 * +.�5 67 �5�.�1 4Y1 �% ��� *�.% *� � 67 �5�2
 4Y1 � +,� *

+, 1��)�1 � �B��9 \� t�3 � ��� ��-2 �.-  2�5 *��� .\!� )� � !7 �5�# �� +
�S��� 2�5 6
.% �.g�3 *�.1 �3 
�� .� !7 �3 *
� !7 Wj^.1 ���% �� � !7 �1 �>�5 C�Q +�g!�Q �1 ���1 ���% *�3  O , 5���,,  % ,�'�� 8��S�� .!�T� \! .  

  
�� JB�Y� .!�T� {�5 4� � !7 {�5 \!� �B9�- �O 2
 �2 C�Q �� �% 
2�
 \!� �1 �g��1 .!�T� {�5 � , % 
�G!� ,5���  )� *�


 2�.	 � !73C� . �� � !7 \!� 2
 n;��  �� C�5�HO�% .!�T� x2"1 �C�Q )� .� C3 �C�Q )� .�  �! *)�G� �C�Q �1 +)�,5�
 
�G!� C����� �! �5�2�� �����P C� % .� !7 2
 � !7 \!� )� 6�,5
 *�3 +2�% ��]�"; ��.O ��1��-7 *�3  *�BQ 2�5.; *�3

\���� +�	 ��.O � �3 �� +
�S��� �3 
�� . , 5�� ��5��� C�3��^ � !7 \!� H�% �1+2� �1 �2 ,��2�^ .!�T� \�1  H! 82�9
�(�5 � !7 6�5�% �2 �(�5 \!� �% C!2�7 
�Q� �1 6�)�� � �5�2�5 * �� C3 ./�� * , !�# .  



 

 1
10 

�
��

��
 

�
�� 

�
�	


 
�

�� 

�

��
 

��
��

 �
		

��
�

  
 

���	 B3E� ���  
� !7 � !7 H! $,X� *  � +, 1��)�1 4Y1 �% ��� *�.% *

��-�! ���9 67 *�  67 �5�2
 4Y1 � ��� 6�.�1 �1 �2
+.�5 ��� +,� 
�,5� .\!� � !7 �5�#  +, %�.; 6�.�1 �1 �2 �2 2�5 �3
�� 67 �1 +,�1�� *�3��.; .g!
 82�>[ �1 �,  % �1 �3  �.#�� 82�9

�� $��)�1 ��- 2
 
�� .��5 �G��5 2
 67 )� 6���  ���
 2�l�5� �3
,  % 
�G!� 2�5 "%.�� �� .� !7 �5�# \!�  .!�T� H! �I��3 �3

�� 
�G!� *)�G� 67 6�5�% 6�O ,  % �3(F)  � !7 "%.� �
)+.% "%.� ��� 67 )� �[�(	 � !7 �% *�( F)2  v��5 �
 .3

*)�G�  � ,5�»6�2
 «�� � !7 , ���5 ��.��
 �1�	 � , �-� .  
� !7 \!� �1 ��-.# �]� .!�T� �G��5 2
 ��5 �2 �3 
�
 6�I5 4!��5 +
.; H! *�2 .1 6��� .!�T� ����P � !7 {�5 \!� .

�� +,!
 � !7 6�2
 � ��� *)�G� �]B1 ����5 
�� .� !7 2�X� �1 *)��� *��.; ���
 H! .#�  �1 �, % 
2�^.1 67 �1 ��% *
,� ,3��^ $��)�1 �.#�� 82�9 .HO�% ��'
 �1  67 ,!
 6�,�� $,X� � !7 2
 .!�T� 6
�1 .�) 2
 .S5 H! �% �!��- � /!

�� 
�^ .� �I; �� !7 ,  �1 (x2"1 � !7 .!�� )� .� +
�Q , � ��; 2
 ���B�5 �!��� 2
 $,X� � !7 )� �e' ����3  ��3
+�g��.- @�1��� 6�]B; *`�1 2
 � x2"1 *�3 �� +
�S��� ��>a �
 *�3 
�� .  

HO�% "�5 .!�T� +)�,5� $,X� � !7 )� C�Q 6,� 2�
 �1 �� .� HO�% C�Q )� �I��3 .!�T� ��� �n][.1 � 
�� ���� . .  
� !7 2
 *  $,X�.!�T� �B9�- 2
 �I��3 �� ��]I� �5�5�% * 
��.  

  

���	 ���-01,�� ��0� ���  
���	  B3E� �  

 2
 � !7 {�5 \!� )���>���� �3 �� +
�S��� � �2 +, 5�2 ,!
 6�,�� �� 
��I�1 *��- ,5���1 +, 5�2 � , % 0��.� �I; )� *.� 
, �>1 �2 
�^ .��;.� 
 "�5 u�5.(^ *�3+
�Q ��/1 2 �� 2�% �1 � !7 {�5 \!� �3 
�2 .  

� !7 )� �3)�
.;
�^ �^.1 2
 \!� � �� �� *�.1 ��% *  �% 
.-�� �O y.� �I; ,5�,1 �� +
�S��� 
2e# 
�� . 
.12�% \��3 *�.1
�B��� � !7 \!� , 5�� * !�2 .gI!��5 *�2 .1 �% ��� +,� ��^�� �3�5� �3* �� &T5 �'��/� 
�� . .1 *�2�
2���# )� �^.1 \�1  *�3

� !7 H! +�.�3 �� 
.- �% ���g 3 �� 
2�
 2�.	 ��% * Z�	
 n][ � , �>1 �2 
�^ ,5���1 
.�g1 n][ y
�^ )� ,3��^ ,��1 .� .  

���	 0FG� �:   
� !7 \!� *�3
.12�% )� �� �3 
.% +2��� .!) 
2��� �1 6��� :  

6�,5
  �]�";  
$7 *,��2�^ \]�.#  

�1��-7 +2�%  
!7 2
�  �B9�- \�1 *�.% *�3  � !7 �5�5�% *(f ) � !7 )� C�Q �B9�- �(p) �B9�- � � !7 )� .!�T� * (q) 
2�
 
�Q� .!) �(1�2:  

 
p q f
+ =

1 1 1
  

�B9�- `�1 �(1�2 2
 � �! .�� &�P .1 ,!�1 �3��5� ,5�� +
�
 2�.	 .�� .  

��8� 67� �: 67 *�.1 �2 ���.- \!� 6���1 �% �'�P ���� 2
  
2�� 2
 �37� ! �1 $,X� � ./�� *�3 
�
2�.	 )� 
.1 2�% �� +
�S��� .!) *�3 C� % :  

1. �B9�- ���� 4G � �,>� � !7 @�2 ���3 .  
2.  �B9�- �,��1 *)�G� 6�5�% � .!�T� .#��% �B9�- � .!�T��5�5  �>A� ,��1 ����P .#� � �S � � !7 )� ��-.# .l5 2


�� ,5�� .�B9�- ��- ���.- 2
 &��.� \!� �1 � !7 �5�5�% *  �B9�- � $,X� � !7 �5�5�% �B9�- � �>A� ��j[ �1 �2 ./�� *
67 .!�T�  �� 2�.	 �S � ��j[ �1 �2 C�3
 .  

3. � !7 ���.- )� �� �3 ���% )� H! .3 6���  *�3p  �q  �f ���% &�P .1 �2 �1 .g!
 *�3 
2�7 ��
 . 82�9 \!� 2

�(1�2 �� ��
 �1 �!�3 � !7 �D��� .�I�1 �P �% , !7 6��7 �2 *�.% *�3 �� .� ,  % .  

���H�I,C1 �5! :  

q
m

p

.!�RRRT� ��RRRa 

CRR�Q ��a 
= = = �!�� #2"1 ���.-  
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���  ����	5  

��3J ;��0< � K��� ���  �1 L�10� ��� �	 ��  

��,[ � !7 , 5��3 �3 +,5�� �.#�� � +,5�� �.g�3 *�3��.; )� .!��T� \!� �, ��3 *)�G� � ����P .!��T� *�2�
 �3 *  

�� 
�G!� �1��)�1 ��5, .� !7 Wj^.1 ��,[ 2
 �3 ��T� � ��� z.(� "�5 2�5 2�>[ �3 ��,[ *�BQ � �I; 2
 ��� \]�� .!

.�# �]�5, .  

��,[  ����	 ���YF �% *  *�34!"%.� x2"1 �� �.g�3 �2 *)��� *�3��.; �,��1 .�  �% �
2�
 ��5 $,X� ��,[ � , %

�� �>A� �5�5�% �B9�- *�2�
 ,��1. ��,[ �3 � !7 Wj^.1  2
 6�5�% �
 *�2�
 �3�� ��,[ �I; � �BQ *�3��- , ��1. 

��,[ � ���	 ���YF �% �!�367 *"%. �% �3�� )�1 C3 )� �2 *)��� *�3��.; �,��1 *2� % ���	 ���YF )� .�  � ,  %

\!� �% �,52�
 ��5 ./�� ��,[ � , ��3 �S � �5�5�% �B9�- *�2�
 , ��3 .!�T� � C�Q *��- 2
 6�5�% �
 *�2�
 "�5 �3 .  

 B3E� ��3J)M�� (  

��,[ �� �.g�3 �2 2�5 �% �!�3  , 5�� 2�
 v��5 )� �I1�� *�3��.; 6
��5 �.g�3 "�5 � ����P *)�� .!�T� �wQ � ,  %

�� 2�.	 +
�S��� 
2�� 6�#2��� *�3��.; ,5.�# .  

  

  

 0FG� ��3J)��� (  

��,[ \!� �� �.#�� �2 2�5 �3 C���� �^.1 zj9� � �32�5 6
��5 �.#�� �wQ � ,  %  2�5 �!�.#�� �1 )��5 �% �3,52�
   

) )�CIO �B�Q( �� 0	�� +
�S��� 
2�� ,5�� .  

��3J ,- ��0� 6�, 3J��: ��  

� !7 , 5��3 ,[��	 .A%� +,�[ �B% �'�P 2
 � ���3 67 \!.� �� ���� �2 ~�^ �!�3��.; �% �3 )� , �2�>[ 
�� :  

1. �� 6�5�% �(�5 )� �67 )� 2�>[ � ��,[ �1 
2�^.1 )� ,/1 *2�5 2�X� �1 *)��� *��.; 
2e# .  

2. 3��^ *2�5 2�X� 8�)��� �1 67 2
 ��]� )� ,/1 ��,[ 6�5�% )� *2�>[ *�3��.; 
�1 , .  

3 .�� 
2 67 )� ��]� 6�,1 ��,[ @�2 )� *2�>[ *2�5 ��.; 
�� .  

4 .�� +
�
 2�.	 ��,[ _O ��� 2
 *2�5 �V�� +2���3 �� ��,[ .1 ���2 �1 _O )� 2�5 � 
�� ��,[ 2
 � ,1��  .1 �3

� !7 n][ 2 �3 �!��.; �1�!
)��.; C��.�(  *2�>[ 2�5 *�.1)���]� (�� 82�9 
.�# .  
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��3J ,- 0��N� O�NPA� ��   

\!� �1 ���1 �B9�- �O 2
 C�Q �%  �! ���2 �6�2�� �! C����� �*)�G� �! ����P *.!�T� *�2�
 
.�# 2�.	 ��,[ )� *�

HO�% �6�
.#.1 x2"1 �! C�Q )� .�  � 67 )� .� ...
�1 ,3��^ .2�(1�   �B9�- � u)�5 ��,[ .!�T� � C�Q �9��- .1 C%�P

�1 67 �5�5�% ��� .!) 82�9 :  

p q f
+ =

1 1 1
   

 u)�5 �B�^ ��,[ *�.1 �%
R

(f )
2

= 67 2
 �% ����R  +.% {�/�+,5)�� *  � ��,[p  9�-�B  � @�2 )� C�Q *q 

�� ��,[ @�2 )� .!�T� �B9�- ,��1 .��j[ �1 v�1.� ,[��	  *�3q  �f  �,��1 *)�G� .!�T� .#� �% ��� &��.� \!� �1

q -.# .l5 2
 �S � ��j[ �1�� �� 
�� .��2�9 2
 �,��1 *)�G� 6�5�% �%f  ���.- 2
 �S � ��j[ �1 "�5  

�� ����e# 
��.  
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  سوالات عمومی

1. R�3� ���CI �� S�  =TH��� L��P� S� 0�� ����
�� U  

1 (��
    2 (���' $7    3 (H�5 $7  

4 (.��    5 (.�I%�^ �1.�  

2. R�3� �3> V/ 01 ��- ���C<� � S�� ���-��� ���! 0�WX� B	 ,- 0�� -0� U-,�- �  

1 (u��5��7    2 (8�.��5 C����;    3 (6?��%�  

4 (,!.B% C!,�    5 (��5 �S# 6���  

3.  0A1 S�250 ����     Y3Z> =Z>�, �Z[E\ ��H� ,- �� �FH> ��, ���,	 �1 � ��D�<]1 �, �	 � ��>�-01 �, �0��\

�� ,�0: ^��� 6��- .�� 3�4 0���3/ !�- ���� �� ���� _0N� 0A1 V  U-�> `���! aH> �� -�>  

1 (75    2 (100    3 (125  

4 (50    5 (40   

4.R�3� �-0� �<�?�  =�<,b�1 .�� c\�! B	 �1 0�� -��� �� S�pH   �Z1 �	 ,�3ZG�  �ZA�1    0��Z� �Z1 ��Z
� �0  

���CI �� ��  U-�>  

1 (8� 1.% C!,�    2 (
�>% 8�%    3 (,!.B% C!,�  

4 (3�Q���' .    5 (� !"#  *�3»2 « �»4«  

5.  O,�D �1 B	 ;�8\�� ����H�> ;��0<2H O  O,�D �1 �	 �,��!�� ;��0< �H O H− − ��� . �M�,3�� 0I�

�- 6����! B	 ;�8\�� d�� 3�4 -�+� ,�[��� ^3�>�1 e���C�� �� ��,�- C�� ���
�� � e���C�� �� ��,�- U�>  

1 (12    2 (18    3 (27  

4 (9    5 (6   

6. R�3� ��� �� S�  U��� 0�,�3����� ��G1 �1 ��
� 0�� ���  

1 (NH4
+     2 (O+     3 (C4−   

4 (Al3+     5 (H+   

7. J0�R�3� � �A�> ,�A�� ,- 0�� ���,�� �� S� 6� ��G1 �1 ��
� ��  U��� 0�  

1 ( "�.	    2 (�17    3 (4S 1  

4 (
2)    5 (��3 *�.1 �[.� �52 * ��� 6��]! �3 .  

8. Y05: S� �1 g�, S� ,�� ��0� S� �� ��,�1 ��0� �    h,�Z! �	 �� V8Z> i1�5� ^�1����1 ,�1 S� �� j� � 31��

�� -�> .�����  �1�� ���0�� �-�,� i ����� � �
8> �r ��� .�����  U��� R�3� ��\�� �7+ �� ,�� _�0E�� � 

)O ��� Y0� C�0�(  

1 (r180 2°−     2 (i r180 2 2°+ −   

3 (i r°+ −180 2 4     4 (i r180 2 2°− +   

5 (��3 ��,%  
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9. j���0< �1 ���D �+��f  �J0� �V �� 0T�- k�E� -,�� �5�E� ��   - k�ZE� ,- ��J0Z� ��
� �� -�>�  �Z1 R

 01�01 ;�� k�E� ,- ��J0�3
4

 ��� .� ,- h�� =�� j���0< ��
� U��� R�3� ;�� k�E� �1 ��
� R�- k�E  

1 (1  2 (3
4

   3 (4
3

   4 (9
16

   5 (16
9

   

10. ���	 -3J �- ��<0I ,�0: 6� ,��� �,�l �P� �  �Z���� 0T�38� �1 �� 3�� �60°  �Z�  3���Z� .  �Z5G� ,- �ZNP> �P 

��� Y-��
�� .�5G� �P 6�� ��, 01 ����� ��� �60° -,�- ,�0: .� 3�4 cP> =��0��N ���	 ,- `-�! �� �� ��  U3��1  

1 (H!  

2 ( ��  

3 (4�  

4 (�I3  

5 (�1 2���  

11. �3��Y� ,�-01 �� �� S� 0� �b،a
� �

  �c
�

  �1 01�0120  6�,�- � ��� 3/��0a b c+ + =

�� �

 .Y��3��   ,�-0Z1 �a b c− +

�� �

 

 U��� 3/�� 3�4 �1 01�01  

1 (20  2 (10  3 (40  4 (.S9  5 (5   

12. m��� ,-ABC �5G� �O Y0��- C�0�  m��� �5�E� �ABC ��� . 0I�40ˆOAC = ° ����� ^3>�1 �B �43 

 U��� �+,-  

1 (50°     2 (65°     

3 (70°     4 (75°     

5 (45°   

13. �G���n ,-  �ABCD Y3J�: ;�l  ���AB �CD �1  �1 01�01 .��0�52  �39  o�Z� ;�l �   ��Z�BC  �DA 

�1  .��0�12  �5 ��� 3/�� .�G���n �/�
�  �ABCD  U��� 3/�� 3�4  

1 (182  2 (195  3 (210  4 (234  5 (84 42   

14. a^b�c  �ZG�G/ � ���� �-�3J�   6Z�,�- � 3Z��152a(b c)+ = ^162b(c a)+ =  �170c(a b)+ =.  ,�3ZG�  

 abc  U��� R�3�  

1 (672  2 (688  3 (704  4 (720  5 (750  

15. �� `�, 3�4 �1 �? �p� S� ����  mZ��� �Z1 ����05: �� Y-�p��� �1 �, B3E� �F    �Z�/�� ��,�- �Z� ���Z�  �

�1 ^-0� �3�1 6�
G� ^3�>��� K0�A� 05: �- q�� �� �,�l 6�
G� =�� �� �    0Z� r��HZ? � 3�>��� al�G�� �3�1

6�
G� =�� �� m��� U3>�1 ��>�- �F�? �p� �1 K0�A� a�? S� V:�3/ �3�1  

1 (22  2 (26  3 (28  4 (32  5 (35   
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  سوالات اختصاصی

16. ���- �� �,�A�� s5� �1 �G<� O,�D �1 ��!���8� ��0� � 31�� .�1 ,�A�� V8>   �����Z�� aZ1, O,�D �  �Z1 �

 d�F>5R cm= �� 3>�1 .Y-�� �
8> .�0?  ^��� Y3> ��!�� �	 �� ,�A�� �� ��1 5n /= ��� .�
�< ��

 ;�l �1x �� S�,�� ^-,�- ,�0: �	 ��, ,�A�� �� �C�� s5� �� 3��� .,�3G�x  3�4 r���0G�cm  U���  

1 (71/1  

2 (24/2  

3 (50/2  

4 (00/5  

5 (71/6  

17. S�-C� ���,- ��01 3�3+ �8>C� `�, S� ��� �1 ,C�\ �� Y-�p��� ^���1     6ZA4 �Z�3J V8Z> 0Z��@� ��01 ^i�:- ;0
��� .S�-C� 6A4 S� �H� =�1 -�> ������ ,�- R�
+� ��, s?�� O,�D �1 3���� .3��1 ,�H�1 -0< �����1 -��71 ��01 :  

1 (
.% C% � �̂� ]! 82�9 �1 �2 CIO ��,[ ���YF .  2 (�1 �2 CIO ��,[ ���YF 
.% 
�!) � �̂� ]! 82�9 .  

3 ( CIO ��,[ �5��� v��5
.% u)�5 �2 .    4 ( v��5����P *� 
.% u)�5 �2 CIO ��,[ .  

5 (��3 ��,%  

18. �AG� �3�7� S� �� Y�T� ���01�P� h01 �b�1 �1 S4�� e�8
�� S� �1 ,�-01 3�� .�����   s5Z� �1 e�8
�� �

i<�53° ��� .�AG�  �, e�8
�� ,�-0125 ���� �1 0�� S�-C� h01 � �� 0�  3��     ,�0Z8� �, �Z��: VZHJ Y,�Z1�- �

�� 3�� .����� ,�1 =�� �� i<� s5� �1 e�8
�� �� ��  01�01 ^-���60 ��� �+,- .=��� �� 3��� t0<  _�0l� ���

3��
� �G<� � s5
� r]��� h01 . U��� 0�� 3�4 r���0G� h01 d�p�,�53 0 8(sin / )=
�  

1 (33  2(43  3(85  4(142  5(286  

19. �l �1 �0�� ;2 ��� Y3> .N� �1	 0P��� u� 01 6v�: ,�l �1 0�� .5/0 ��� ��0�1 0�� =�� �� 0�� .   �Z1 B�Z�<	

����� �53° �� B	 s5� 01 6v�: k! �1 ��
� 31�� .���� ;�l �� 0P��� u� 01 0�� �� �� ��   3Z�4 r���0G� ^3�<�

��-  U��� 0��)�
8> .�0? �1 B	 � ��� ��� �0� .�1  �4
3

 3��
� (  

1 (18  2 (21  3 (11  4 (8  5 (13  

20. Y��3�� ��01 a��� S� �
8> .�0? �0�I^ ���	  d�F> �1 �0FG� �28cm 0�� V8> i1�5� �,^    �ZG<� �E5Z� ��,

��    �Z� 0Z� =ZTH� � �!���8� a��� S� �� �, �	 �-�I � 6�,�xI   �Z1 ^6�Z��  ,�Zl     kZ�� ,- a��Z� ���PZ? �Z� �  

)i�HJ �5G� =�0� ( 01�011cm -�>. �� Y3��A� �5G� 0��N� �� -�>  ���,�� �A   `-�Z!01 ���	 ��D� ,�E� 01 a:��

�� i�5�� -�> .��D�< 0I� �5G� �  �A  a��� -��	 s5� ��20cm 4 a��� �
8> .�0? ^3>�1 U��� ,3G  

1 (35/1  

2 (40/1  

3 (45/1  

4 (50/1  

5 (61/1  

21. ��D�< ,- �H
+  �30cm -,�- ,�0: ��0� K��� ��3J S� ���+ ,- . �- ;�l �1 � 6�G�
� �0��N� ��3J

�� -�y�� 6
+ ;�l 01�01 3�� .�CI R�3��, ��3J �� �� u�D�� 0�71 U3��  

1 (�B9�- �1 �.#�� �5�5�% *cm20     2 (�B9�- �1 �.g�3 * �5�5�%cm20   

3 (�B9�- �1 �.#�� �5�5�% *cm60     4 (�B9�- �1 �.g�3 �5�5�% *cm60   

5 (�- �1 �.g�3�B9 �5�5�% *cm80   
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A

S

NN
A

S

1 1
1

1 1 1

x
x

( x)( x ) x x

−
+

′ ′+ + + +

≃

≃

22. ���	 ��D� ,�E� ����� �,�� ��0� 0I� �F> �1 0FG� �d R ��D�< �1 � �d  �	 �1 ,�E� ��1��D�< ^31��   VZE� �

1 �1����1 ��0� al�G��  U��� R�3� ���	 �z, �� ^���	 ��D� ,�E�  

1 (R d
( ( ) )

R

21
2

−     2 (R

2
   3 (R

( )
d

( )
R

2

12
2 1

−

−

   

4 (R

d
( )
R

22 1−
     5 (��3 % ��,  

23. �5G� �S′ 0��N�S ���.NN′ �	 S� �8���� ,�E���� �� .��D�< �A ��A′   0Z1�015cm ��ZD�< ^ �S′  ��

�8���� ,�E�1cm ��D�< � �S  �8���� ,�E� ��2cm ��� .��D�< �� ���	 ����� �A′  3�4cm  U���  

1 (2
3

     2 (5
3

     

3 (3
5

     4 (2
5

     

5 (5
2

   

24. ��� 0�� V8> i1�5� �,��0��< S� ,- ,�� 0�
� .R�3�   �,�Z�0��< �
8> .�0? ��01 0�� ���,�-�H� �� S�

��  U3>�1 ��,- 3����  

  

  

  

1(   2(   3(   

4(   5 (��3 ��,%  

25. ���	 ��D�< �1 �0FG� � ������ �f 3�0�T1 0[� ,- . Y-�-,�0: 6
+ ���P? 0I�  ,- Y3Z>  VZ1�G�  0Z1�01 �Z��	t 

�4 0��N� ���P? ^3>�1  U��� ,3:)t S4�� ���! ���! 0� ��p  �y��� ,- �t  ��p f− S4�� ,��
1 C��   0Z�

��� .r��H?  0I�1x <<  �1x′ <<  3>�1 .�� .�0G� �� ���� �<0I SH� 0�� ��� :  
  

1 (f
t

p f

2

2 2
−

     2 (f
t

(p f )

2

2
−

     

3 (ft

p f−
     4 (

pt

p f−
     

5 (t  


